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摘要
本文是笔者学习 Stokes 定理的笔记. 从流形定义出发, 说明了流形的定向和流形上的单位

分解存在性定理. 此后从切向量出发, 尽可能精确而简要地给出微分形式的定义. 最后给出了
流形上的积分的合理定义, 并证明了一般的 Stokes 定理.
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1 引言
在数学分析的课内学习中, 王海涛老师向我们展示了微积分基本定理的大统一形式∫

M

dω =

∫
∂M

ω

并指出 < M, dω > 和 < ∂M,ω > 存在一种对偶关系. 这样简洁的公式统一了 Newton‑
Leibniz Gauss Green Stokes 公式, 具有简洁的美感. 众所周知, Newton‑Leibniz 定理又
被称为微积分基本定理, 更可见该公式的重要性. 在证明 Gauss, Green, Stokes 定理 (狭义)
时, 老师强调, 课本上的证明是直观的但不严格的, 严谨的证明是直接证明了流形上的统一公
式.

然而课上限于时间有限, 老师只简要展示了这样的结果, 举例说明了微分形式的运算规
则. 因此虽然我们能体会到公式中的美感, 却不能深刻理解公式中的运算逻辑, 而对于微分
形式也仅限于形式上的变换, 不知道其确切的含义. 因此我选择了 « 流形上的微分形式与
Stokes 定理 » 作为我的小论文选题, 期望通过自己的了解建立起对对这套理论的严格的认
知体系.

在本文中, 我首先定义了流形、流形上的定向和流形边界的诱导定向, 并证明了重要的
流形上的单位分解存在定理.

然后, 用反称协变张量丛的概念定义了微分形式和外微分运算. 在这一节, 我加深了对微
分算子 d的理解, 更重要的是, 明确了学习微积分以来一直遇到的 dx, df 这样的符号的含义.
这一节可能是本文中最为抽象的一节.

接着, 在明确了微分形式后, 定义了微分流形上的积分, 并证明了该积分的定义是恰当
的. 流形的积分同样用到了流形的重要观点 “局部线性化”, 在局部坐标系中, 直接定义为
对应坐标下的重积分. 而在全局则通过单位分解将函数分解为若干局部的加和.

最后, 在完成了上述准备工作后, 给出了 Stokes 定理的证明.

2 流形
2.1 流形的定义

在阐述流形之前, 需要给出同胚的定义.
定义 2.1.1 (同胚). 如果在拓扑空间 (X, τX) 和 (Y, τY ) 之间的函数 f : X → Y 具有下列性
质：

‧ f 是双射

‧ f 是连续1的
1注意这里的连续不依赖于度量
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‧ f−1 是连续的
则称 (X, τX) 和 (Y, τY ) 同胚.
定义 2.1.2 (流形). 如果豪斯多夫拓扑空间 M 具有可数拓扑基2, 并且满足 ∀x ∈ M , 存在开
邻域 U 3 x与 Rn 或者半空间 Hn = {x ∈ Rn|x1 ≤ 0} 同胚, 则称M 为 n维流形.

这里给出的定义包含流形与带边流形.
定义 2.1.3 (局部图). 对于流形 M , 实现定义 2.1.2 中的同胚的映射 φ : Rn → U ⊂ M (或
φ : Hn → U ⊂ M) 称为流形M 的局部图, Rn (或 Hn) 称为其参数域, U 称为局部图在流形
M 上的作用域.
注解 2.1. 局部图的映射方向也可以反过来, 由 U 映射到 Rn 或者 Hn.
定义 2.1.4 (图册). 如果一组局部图的全体作用域能覆盖整个流形, 则这一组局部图称为该
流形的图册.
定义 2.1.5 (维度). 定义 2.1.2 中的数 n称为流形M 的维数, 记作 dimM .

维度的定义依赖于所有局部图的参数域的维度都是相同的, 区域不变性定理给出保证.
定义2.1.6 (边界). 对于定义 2.1.2 中的同胚 φ : Hn → U ⊂M , 如果半空间Hn 的边界 ∂Hn

上的点 φ−1(x) 对应着点 x ∈ U , 则称 x为流形M 的边界点. 流形M 的所有边界点的集合称
为该流形的边界, 记为 ∂M .

注意, 边界 ∂M 有良定义依赖于内点的拓扑不变性. 该不变性由克劳威尔定理给出.
定义 2.1.7. 具有非空边界点集的流形称为带边流形.
定理 2.2 (边界的维数). n维带边流形M 的边界 ∂M 是 n− 1 维无边流形.
证明. M 的图册中的局部图φi : H

n → Ui同样是 ∂M 的局部图,因为φi : ∂H
n → U ′ ⊂ ∂M ,

而 ∂Hn = Rn−1. 所有这样的局部图构成了 ∂M 的图册, 所以 dim ∂M = n− 1.
由于 ∂M 的所有局部图的参数域都是 Rn−1, 因此 ∂M 是无边流形.

在流形的内点去看流形, 近似于一个完整的 Rn. 在边界点上看流形, 是一个半空间 Hn.
而在边界上的每一点看到的都近似是 Rn−1, 所以边界上的每个点都是内点.

很多时候, 我们更关心 “光滑” 的流形. 因为流形中不具有度量, 因此我们无法像刻画
Rn 中的曲面一样讨论流形的光滑性. 如果图册只由一张图构成, 可以认为图册是无限光滑
的.

如果流形 M 的两张图 (Ui, φi), (Uj , φj) 的作用域 Ui, Uj 相交, 则在集合 Iij = φ−1
i (Uj)

和 Iji = φ−1
j (Ui) 之间可以建立互逆同胚 φij : Iij → Iji,φji : Iji → Iij. φij 和 φji 被称为坐

标代换函数.
2满足第二可数性公理
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定义2.1.8 (光滑流形). 如果一个流形的图册中各图的所有坐标变换函数都是 C(k) 类光滑映
射, 则称该图册为 C(k) 类光滑图册, 该流形称为 C(k) 类光滑流形.

2.2 流形的定向
在 Rn 空间中, 由一组标架向另一组标架的基变换矩阵的行列式必为正数或负数. 变换

矩阵的行列式为正的标架可以划分至同一个定向标架类, 进而可以将空间的所有标架分为两
个等价类.

光滑流形的定向通过其图册来确定.

定义 2.2.1 (相容). 在光滑流形中, 两个图称为相容的, 如果在它们的公共作用域中, 坐标代
换函数处处具有正的 Jacobi 行列式.

定义 2.2.2 (定向图册). 如果光滑流形 (M,A) 的图册 A 由两两相容的图组成, 则称 A 为流
形M 的定向图册.

定义 2.2.3 (可定向流形). 具有定向图册的流形称为可定向流形.

一个连通流形要么不可定向, 比如莫比乌斯环, 要么有两种定向.

2.3 边界的定向
定理 2.3. 可定向光滑 n 维流形的边界是可定向 n − 1 维流形, 它与原流形具有同样的光滑
性.

在证明这个定理之前, 我们先指出它的一个重要结果. 如果将流形 M 的定向图册的参
数域限制在半空间 Hn 的边界 ∂Hn = Rn−1 上, 其作用域也将自然地限制到带边流形 M 的
边界 ∂M 上.

定义2.3.1 (诱导定向). 如果 A(M) = {(Hn, φi, Ui)}∪{(Rn, φj , Uj)}是流形M 的定向图册,
则图集 A(∂M) = {(Rn−1, φi|∂Hn=Rn−1 , ∂Ui)} 构成了流形 ∂M 的定向图册. 该图册给出的边
界定向称为与流形M 相容的边界定向, 即边界的诱导定向.

诱导定向的实质是, 在边界附近, 流形与其边界可以共用一套图册. 下面给出定理 2.3 的
证明.

证明. 只须证明, 图集 A(∂M) = {(Rn−1, φi|∂Hn , ∂Ui)} 是两两相容的.
设坐标变换函数 ψ : Hn → Hn 是微分同胚, 且具有正的 Jacobi 行列式. 只要证明

ψ|∂Hn : Rn−1 → Rn−1 也具有正的 Jacobi 行列式.
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根据已知的相容性条件, 设 x ∈ Hn, 有

Jn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ1

∂x1

∂ψ1

∂x2 · · · ∂ψ1

∂xn

∂ψ2

∂x1

∂ψ2

∂x2 · · · ∂ψ2

∂xn

... ... . . . ...
∂ψn

∂x1

∂ψn

∂x2 · · · ∂ψn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x) > 0 (1)

当 x1 = 0, 由于 ψ(∂Hn) ⊂ ∂Hn, 则当 k ≥ 2 时, ∂ψ1

∂xk (x) = 0. 从而知

Jn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ1

∂x1 0 · · · 0
∂ψ2

∂x1

∂ψ2

∂x2 · · · ∂ψ2

∂xn

... ... . . . ...
∂ψn

∂x1

∂ψn

∂x2 · · · ∂ψn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x) =

∂ψ1

∂x1
(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ψ2

∂x2 · · · ∂ψ2

∂xn

... . . . ...
∂ψn

∂x2 · · · ∂ψn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣ (x) > 0 (2)

取 y ∈ ∂Hn = Rn−1, 不妨记 y 的坐标 y = (0, y2, · · · , yn), 则

Jn−1(y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ψ2

∂y2
· · · ∂ψ2

∂yn... . . . ...
∂ψn

∂y2
· · · ∂ψn

∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣ (y) =
Jn(y)
∂ψ1

∂y1
(y)

(3)

由于 Jn(x) > 0, 当 x1 = 0, 我们知道 ∂ψ1

∂x1 (x) 不等于 0, 只需说明 ∂ψ1

∂x1 (x) 不是负数.
假设 ∂ψ1

∂x1 (x) < 0, 对 ψ1 应用泰勒展开, 固定 x2, x3, · · · , xn, 记 x′ = (∆x1, x2, · · · , xn),

ψ1(x′) =
∂ψ1

∂x1
(x)∆x1 + o(∆x1)

所以存在 ∆x1 < 0, ψ(x′) > 0, 也就是说, ψ(x′) 6∈ Hn, 与 ψ 的定义矛盾.
这样, 我们就说明了将 ψ 限制在 ∂Hn 后的行列式 Jn−1 > 0, 也就是说, M 的定向图册

限制到 ∂M 上之后, 仍然是两两相容的, 从而 ∂M 也是可定向的.
由于使用的是同一套图册, 限制参数域后光滑性不变.

2.4 单位分解存在性定理
单位分解可以将常映射 1 拆成至多可数个函数的和, 使得每个函数的支集都限制在局

部.

定义2.4.1 (单位分解). 设 {Uα}α∈Γ 为微分流形M 的开覆盖. 如果存在至多可数个光滑函数
{gi :M → R} 满足

1. 0 ≤ gi(x) ≤ 1, ∀x ∈M ,

2. 对每一个 gi, 存在 α(i) ∈ Γ, 使得 supp gi ⊂ Uα(i),
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3. ∀x ∈ M , 存在 x 的邻域 U , 使得只有有限个 supp gi 与 U 的交集不为空. 也就是说
{supp gi} 是局部有限的,

4. ∑
i gi(x) ≡ 1, ∀x ∈M .

则称 {gi} 为从属于开覆盖 {Uα}α∈Γ 的一个单位分解.

下面我们说明, 微分流形上的单位分解总是存在的.

引理 2.4 (穷竭列). 对于任何微分流形, 均存在一列开集 {Gi} , 使得 Gi 是紧的, 并且

Gi ⊂ Gi+1, i ≥ 1
⋃
i

Gi =M

证明. 构造法. 首先 ∀x ∈ M , 取 x 的邻域 Vx 使得 Vx 是紧致的. 因为微分流形 M 有可数
拓扑基, 因此存在至多可数个 xi 使得 {Vxi

} 是 M 的开覆盖. 令 G0 = ∅, G1 = Vx1
. 假设

G1, · · · , Gi 均定义好, 必存在 I 使得 ⋃
k≤i

Gk ⊂
⋃
j≤I

Vxj

令 Gi+1 =
⋃
j≤I Vxj

即可.

引理 2.5 (鼓包函数). 在 Rn 上存在光滑函数 f : Rn → R, 使得

f(x) =

1, ‖x‖ ≤ 1
2

0, ‖x‖ ≥ 1

定理 2.6 (单位分解定理存在性). 对于微分流形 M 的任何开覆盖 {Uα}α∈Γ , 均存在从属于
它的单位分解.

证明. 令 {Gi} 为 M 的穷竭列 (由引理知穷竭存在), 令 Ai = Gi − Gi−1. 易知 Ai 是紧致闭
集, 且 {Ai} 是M 的一个覆盖.

任给 x ∈ Ai, 选取 x的局部坐标系 Ux, φx 使得

1. 存在 α(x) ∈ Γ, 使得 Ux ⊂ Uα(x).

2. φx(Ux) = B2(0)

3. ∀|j − i| > 1, Ux ∩Aj = ∅.

设 f 是 Rn 上的鼓包函数, 定义函数 fx :M → R

fx(p) =

f(φx(p)), p ∈ U

0, p ∈M − U
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令 Vx = φ−1(B 1
2
(0)), 则 {Vx|x ∈ Ai} 构成 Ai 的开覆盖, 可选出有限个点 xi1, · · · , xik(i) 使得

{Vxi
j |1≤j≤k(i)} 覆盖 Ai.
这样的选择保证了每个点 x ∈ A, ∑j≤k(i) fxi

j
(x) > 0, 且 {supp fxi

j
} 是局部有限的. 最

后, 进行归一化. 和函数
ψ(x) =

∑
i

∑
j≤k(i)

fxi
j
(x)

是M 上的光滑函数, 且恒为正. 从而 {
f
xi
j

ψ
} 为所求的从属于开覆盖的单位分解.

3 微分形式
3.1 由来

在二维重积分 ∫∫
Σ
fdxdy 中, 我们采用小矩形逼近的方式定义 “面积”. 而在曲面积分

中, 我们同样需要合理地定义 “面积”.
我们自然地想问, 如何在 n维空间中定义 k 维区域的 “体积”? 更精确地说, 给定 n维

空间中的 k 个向量, 如何求这 k 个向量张成的 k 维平行立方体的体积? 当 k = n 时, 我们知
道, 只需要对这 k 个向量求行列式, 就得到了体积. 当 k < n 时, 就是问能否定义一种运算,
接受 k 个向量, 输出体积. 这样的运算需要满足一些基本的性质, 比如线性性、反对称性.

3.2 切向量、切空间和切丛
切空间和切向量都是相对于流形上的一个点而言. 一点处的切空间是这一点处全体切向

量的集合. 切丛是流形上全体切空间的并.
先以 Rn 为例. 显然任意一点的切空间同样是 Rn. 首先给出断言, 切空间和线性微分算

子构成的空间是等价的. 对于 p 点的切向量 vp, 可以对任意一个可微函数 f 求 vp 方向上的
导数

vp[f ] =
d

dt
f(p+ tvp) =

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

vip

也就是说
vp[·] =

n∑
i=1

vip
∂·
∂xi

∣∣∣∣
p

这样我们就构造了切空间和线性微分算子构成的空间 { ∂
∂v
} 的一个等价关系. 通过推广这个

关系到流形上, 我们得到了流形上切向量的定义.
定义 3.2.1 (切向量). 记 C∞(M) 为微分流形 M 上光滑函数的全体组成的向量空间. 设
p ∈M , 如果线性映射 Xp : C

∞(M) → R 满足

Xp(fg) = f(p)Xpg + g(p)Xpf, ∀f, g ∈ C∞(M)
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则称 Xp 为M 在 p处的切向量.
定义 3.2.2 (切空间). 切向量的全体组成的向量空间称为 p处的切空间, 记为 TpM . 记 T ⋆pM

为 TpM 的对偶空间, 称为余切空间.
注解 3.1. TpM 是维数为 dimM 的有限维向量空间.
定义 3.2.3 (切丛). 设M 是微分流形, 定义其切丛 TM 为

TM =
⋃
p∈M

TpM

而其对偶丛
T ⋆M =

⋃
p∈M

T ⋆pM

定义 3.2.4 (向量场). 定义投影映射 π : TM → M 为 π(Xp) = p, ∀Xp ∈ TpM . 设 X : M →
TM 为 Ck 映射, 如果 π ◦X = idM 为M 上的恒等映射, 则称X 为M 上的 Ck 切向量场, 简
称向量场.

粗略地说, 向量场 X 为每个点 p ∈M 指定了一个切向量 Xp.
如果 (Uα, φα)为 p附近的局部坐标, 则

{
∂
∂xi

α
|p
}n
i=1

是 TpM 的一组基. 在对偶空间 T ⋆pM

中, 有相应的对偶基, 记为 {dxiα(p)}
n

i=1, 即

dxiα(p)(
∂

∂xjα
|p) = δij =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

也就是说, 局部坐标函数 {xi} 定义了局部的余切向量场 dxi

dxi :M → T ⋆M,p 7→ dxi(p)

一般地, 设 f : M → R是M 上的光滑函数, 任给 p ∈ M , Xp ∈ TpM , 定义 df(p)(Xp) =

Xpf , 于是 df : M → T ⋆M,p → df(p) 是一个余切向量场. df 为光滑 1‑形式, 称为 f 的外微
分. 我们将在后文中对微分形式进行严格定义. 在局部坐标下, df 可以表示为

df =

n∑
i=1

(
∂

∂xi
f

)
dxi

3.3 张量
在这一小节, 我们将简单介绍张量的运算, 而不细致展示证明.

定义 3.3.1 (张量). 设 (r, s) 为非负整数对, (r, s) 6= (0, 0). 如果函数
θ : T ⋆pM × · · · × T ⋆pM × TpM × · · · × TpM → R (r 个T ⋆pM 和s个TpM)

对每个分量都是线性的, 则称 θ 为 p 处的 (r, s) 型张量, r 为逆变指数, s 为协变指数. 以
⊗r,sTpM 表示 p处 (r, s) 型张量的全体, 在自然的加法和数乘之下成为向量空间.
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我们称 (r, 0) 型张量为 r 阶逆变张量, (0, s) 型的张量为 s阶的协变张量.

定义 3.3.2 (张量积). 定义张量积运算

⊗ : ⊗r,sTpM ×⊗t,hTpM → ⊗r+t,s+hTpM

(θ, η) 7→ θ ⊗ η

其中对于Wi ∈ T ⋆pM ( 1 ≤ i ≤ r + t ), Xj ∈ TpM ( 1 ≤ j ≤ s+ h ), 有

θ ⊗ η(W1, · · · ,Wr+t;X1, · · · , Xs+h)

=θ(W1, · · · ,Wr;X1, · · · , Xs) · η(Wr+1, · · · ,Wr+t;Xs+1, · · · , Xs+h)

可以验证, 张量积具有如下性质:

1. 偏线性 (θ+ξ)⊗η = θ⊗η+ξ⊗η, θ⊗(ξ+η) = θ⊗ξ+θ⊗η, (λθ)⊗η = θ⊗(λη) = λθ⊗η

2. 结合律 (θ ⊗ ξ)⊗ η = θ ⊗ (ξ × η)

3. (⊗r,sTpM)⊗ (⊗t,hTpM) 与 ⊗r+t,s+hTpM 同构

注解 3.2. ⊗0,1TpM = T ⋆pM , ⊗1,0TpM = T ⋆⋆p M = TpM .

3.4 微分形式
微分形式是一种特殊的协变张量场.

定义3.4.1 (外形式). 设 ω ∈ ⊗0,sTpM 为 p处的 s阶协变张量,如果任给切向量X1, · · · , Xs ∈
TpM 以及 (1, 2, · · · , s) 的置换 π, 均有

ω(Xπ(1), · · · , Xπ(s)) = (−1)πω(X1, · · · , Xs)

则称 ω 为 s阶反称协变张量或 s阶外形式.
s阶外形式的全体组成的子向量空间记为 ∧s

T ⋆pM .

定义 3.4.2 (反称化). 设 θ 为 s阶协变张量, 定义

A(θ)(X1, · · · , Xs) =
1

s!

∑
π

(−1)πθ(Xπ(1), · · · , Xπ(s))

其中 π 取遍 (1, · · · , s) 的置换群.
称运算 A 为反称化.

注解 3.3. 可以证明

1. 映射 A : ⊗0,sTpM →
∧s

T ⋆pM, θ 7→ A(θ) 的定义是恰当的
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2. θ 是反称协变张量当且仅当 A(θ) = θ.

定义 3.4.3 (外积). 设 α,β 分别为 r,s阶反称协变张量, 我们定义一个 r + s阶的反称协变张
量 α ∧ β

α ∧ β =
(r + s)!

r!s!
(α⊗ β)

映射 ∧ :
∧r

T ⋆pM ×
∧s

T ⋆pM →
∧r+s

T ⋆pM, (α, β) 7→ α ∧ β 称为外积或楔积运算.

注解 3.4. 楔积运算具有如下性质:

1. 偏线性, α∧ (γ+ δ) = α∧ γ+α∧ δ, (α+ β)∧ γ = α∧ γ+ β ∧ γ, (λα)∧ γ = α∧ (λγ) =

λα ∧ γ, λ ∈ R

2. 若 α, β 分别为 r, s阶反称协变张量, 则 α ∧ β = (−1)rsβ ∧ α.

3. 若 α, β, γ 分别为 r, s, t阶反称协变张量, 则

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ) = (r + s+ t)!

r!s!t!
A(α⊗ β ⊗ γ)

设 {ei}ni=1 为 T ⋆pM 的一组基, 记 ∧
T ⋆pM =

∧0
T ⋆pM ⊗

∧1
T ⋆pM ⊗ · · · ⊗

∧n
T ⋆pM , 其

中 n = dimM , 则 {1, ei, ei ∧ ej , · · · , e1 ∧ · · · ∧ en} 为 ∧
T ⋆pM 的基. 从而 dim∧

T ⋆pM =(
n
0

)
+ · · ·+

(
n
1

)
= 2n. 外积运算可以自然地定义在 dim∧

T ⋆pM 上使之成为一个代数, 称为外
代数.

如果 (Uα, φα)为 p附近的局部坐标,我们可以在局部将 s阶反称协变张量ω用基 {dxi1α , · · · , dxisα }
表示为

ω =
∑

i1<···<is

ωi1···isdx
i1
α ∧ · · · ∧ dxisα

其中 ωi1···is = ω( ∂

∂x
i1
α

|p, · · · , ∂

∂xis
α
|p).

如果我们能说明 ω 与坐标卡的选取无关, 也就是给出不同坐标间的转换公式, 就能合理
地将局部的反称协变张量推广至张量丛. 可以证明, 如果 (Uβ, φβ) 是 p附近的另一局部坐标,

ω =
∑

j1<···<js

ω′
j1···jsdx

j1
β ∧ · · · ∧ dxjsβ

可得
ω′
j1···js =

∑
i1<···<is

det(∂(φα ◦ φ−1
β )ik

∂xjl
)s×s · ωi1···is

因此, 令 ∧s
T ⋆M =

⋃p∈M ∧s
T ⋆pM , 则 ∧s

T ⋆M 是 M 上的向量丛, 是张量从 ⊗0,sTM

的子丛, 称为 s阶外形式丛. 外形式丛的截面给出流形上的微分形式.

定义 3.4.4 (微分形式). 称 Ck 类光滑映射 ω : M →
∧s

T ⋆M 为 M 上的 s 次 Ck 微分形式,
或简称 s形式.
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微分形式之间可以自然地定义外积运算.
先前我们给出了流形上光滑函数 f 的在局部坐标下的外微分

df =
n∑
i=1

(
∂

∂xi
f

)
dxi

现在考虑将外微分运算推广到微分形式上.
定义 3.4.5 (外微分). 设 ω 为 s次微分形式, 对于任意光滑向量场 Xi, 令

dω(X1, · · · , Xs+1) =
s+1∑
i=1

(−1)i−1Xiω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xs+1)

=
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xs+1)

其中̂符号表示去掉该项, [Xi, Xj ] 是 Lie 括号. 则称 dω 为 ω 的外微分.
注解 3.5. 我们需要说明 dω 是 s+ 1 次的微分形式, 这里略. 外微分算子 d具有如下性质:

1. d(λω + µη) = λdω + µdη,∀λ, µ ∈ R.

2. d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)rω ∧ dη, ω 为 r 次微分形式. 特别地, 设 0 形式 f 是光滑函数,
d(f · ω) = df ∧ ω + f · dω.

3. d2 = 0.

4 微分形式在可定向流形上的积分
设M 是 n维 (带边) 流形, 并在M 上给定了一个定向. 设 ω 为M 上具有紧支集的 n次

微分形式, 即支集

suppω = {x ∈M |ω(x) 6= 0}

为紧集. 我们假定以下出现的局部坐标系均与给定定向相容.

4.1 支集含于局部
假设 suppω ∈ Uα, 且在局部坐标邻域 Uα 下 ω 表示为

ω = aαdx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα

其中 aα :M → R. 定义 ω 在M 上的积分
∫
M

ω 为如下多元函数的积分∫
φα(Uα)

aα ◦ φ−1
α dx1α · · · dxnα
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定理 4.1. 该定义与局部坐标的选取无关.

证明. 设 suppω 含于另一局部坐标 Uβ, 则在 Uβ 中, ω 可以表示为

ω = bβdx
1
β ∧ · · · ∧ dxnβ

则有 bβ = det J(φα ◦ φ−1
β )aα, 因此积分值∫

φβ(Uβ)

bβ ◦ φ−1
β dx1β · · · dxnβ =

∫
φβ(Uα∩Uβ)

bβ ◦ φ−1
β dx1β · · · dxnβ

=

∫
φα(Uα∩Uβ)

|det J(φα ◦ φ−1
β )|bα ◦ φ−1

α dx1α · · · dxnα

=

∫
φα(Uα)

aα ◦ φ−1
α dx1α · · · dxnα

4.2 有限项和
设 ω =

∑k
i=1 ωi, 且 ωi 的支集均含于某一个局部坐标邻域 U 中, 则 ω 的支集也含于 U

中, 定义 ∫
M

ω =
k∑
i=1

∫
M

ωi

4.3 完整流形
由于 ω 是具有紧支集的 n 次微分形式, 存在 suppω 的一个有限局部坐标覆盖, 存在从

属于该覆盖的单位分解 {φα}, 定义∫
M

ω =
∑
α

∫
M

φα · ω

这里需要说明的是, 该定义与具体的坐标覆盖和单位分解的选取无关.
如果有另一个坐标覆盖和对应的单位分解 {ψβ}, 对每个固定的指标 α,∫

M

φαω =
∑
β

∫
M

ψβφαω

右边的指标 β 只会取到有限项. 同理有∫
M

φβω =
∑
α

∫
M

φαψβω
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因此 ∑
α

∫
M

φαω =
∑
α

∑
β

∫
M

ψβφαω

=
∑
β

∑
α

∫
M

ψβφαω

=
∑
β

∫
M

ψβω

因此如上定义无歧义.

5 Stokes’ theorem
定理 5.1. 设M 为 n维带边流形, ω 为M 上具有紧支集的 n− 1 次微分形式, 则∫

M

dω =

∫
∂M

ω

其中 ∂M 上的定向为诱导定向.

证明. 通过单位分解, 不妨设 suppω含于坐标邻域 U 中, φ为 U 上的坐标映射. 由坐标映射
的连续性, 有

φ(U ∩ ∂M) = φ(U) ∩ ∂Hn

n− 1 次微分形式 ω 在 U 中可以表示为

ω =

n∑
i=1

(−1)i−1aidx
1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ dxn

从而
dω =

n∑
i=1

∂ai
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

下面分两种情况讨论
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(1) ∂M ∩ U = ∅.∫
M

dω =

∫
U

dω =
n∑
i=1

∫
φ(U)

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn =
n∑
i=1

∫
Rn

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn

=
n∑
i=1

∫
Rn−1

(∫ +∞

−∞

∂ai
∂xi

dxi
)
dx1 · · · d̂xi · · · dxn

=
n∑
i=1

∫
Rn−1

ai|xi=+∞
xi=−∞dx

1 · · · d̂xi · · · dxn

=
n∑
i=1

∫
Rn−1

0dx1 · · · d̂xi · · · dxn

= 0

其中, 因为 suppω 紧支, 因此 ai 在 ±∞ 处取值为 0.
另一方面, 在边界上, 由于 ∂M ∩ U = ∅, 所以 ∫

∂M
ω = 0. 所以 ∂M ∩ U = ∅ 时有∫

∂M

ω = 0 =

∫
M

dω

(2) ∂M ∩ U 6= ∅. 此时,∫
M

dω =

∫
φ(U)

n∑
i=1

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn

=

n∑
i=1

∫
Hn

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn

=

∫
Hn

∂a1
∂xi

dx1 · · · dxn +
n∑
i=2

∫
Hn

∂ai
∂xi

dx1 · · · dxn

=

∫
Rn−1

(∫ 0

−∞

∂a1
∂xi

dx1
)
dx2 · · · dxn + 0

=

∫
Rn−1

a1|x
1=0
x1=−∞dx

2 · · · dxn

=

∫
∂Hn

a1(0, x
2, · · · , xn)dx2 · · · dxn

另一方面, ∀p ∈ ∂M,X ∈ Tp∂M , dx1(p)(X) = 0, 因此对于 i 6= 1,∫
∂M

dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ dxn = 0
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从而 ∫
∂M

ω =

∫
∂M

a1dx
2 ∧ · · · ∧ dxn

=

∫
∂Hn

a1dx
2 · · · dxn

因此当 ∂M ∩ U 6= ∅ 时, ∫
M

dω =

∫
∂M

ω

综上两种情况, 结合单位分解, 对任意 ∫
M

dω =

∫
∂M

ω

6 结语
终于证明完了 Stokes 定理, 我内心是喜悦的. 但我知道证明一个结论或许重要, 但更重

要的是我们证明它时所采用的方法和建立的体系.
在微分流形中, 我们建立了切向量、切空间、向量丛、张量丛等体系, 从中导出反称协变

张量丛作为微分形式, 并以此定义了流形上的积分. 在更广泛的范畴下, 或许有更多的有意
思的定理、方法待我探索.

由于受到笔者理解能力和时间上的限制, 我仅能摘取一些定义和概要, 对于很多细节都
只能加以省略. 比如对于取边界与求外微分这两个操作的联系, 我尚不能给出更直观的解释,
这可能需要我阅读更多相关的书籍. 又比如, 在文中涉及到的 Lie 括号等, 需要用到 Lie 群的
相关理论, 而我尚未深入了解.

6.1 致谢
‧ 感谢王海涛老师引领我了解数学分析中的有趣内容

‧ 感谢陈翌佳老师教导我的线性代数知识带给了很大帮助

‧ 感谢邵奇助教推荐我梅加强先生的书 « 流形与几何初步 »

‧ 感谢田子桐学长解答我的疑问

15



参考文献
[1] B.A. 卓里奇. 数学分析. 第二卷. 数学分析. 第二卷, 2006.

[2] 守拙. 微分形式简介, 2023. https://zhuanlan.zhihu.com/p/600380123.

[3] 梅加强. 流形与几何初步. 流形与几何初步, 2013.

[4] 若漂. 如何通俗易懂地解释外微分？, 2020. https://www.zhihu.com/question/
263674338/answer/1648117495.

[5] 陈纪修, 於崇华, and 金路. 数学分析‑第 2 版. 数学分析‑第 2 版, 2004.

16

https://zhuanlan.zhihu.com/p/600380123
https://www.zhihu.com/question/263674338/answer/1648117495
https://www.zhihu.com/question/263674338/answer/1648117495

	引言
	流形
	流形的定义
	流形的定向
	边界的定向
	单位分解存在性定理

	微分形式
	由来
	切向量、切空间和切丛
	张量
	微分形式

	微分形式在可定向流形上的积分
	支集含于局部
	有限项和
	完整流形

	Stokes' theorem
	结语
	致谢


